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1 Povijesni uvod

lako se pojava geometrije (zemljomjerstva) veze uz stare Egipcane koji su
se njome bavili iz potrebe, razvoj geometrije pocinje u staroj Grékoj s Tale-
som iz Mileta za kojeg se smatra da je znanje Egip¢ana prenio u Gréku. Uz
Talesa, javljaju se i Pitagora, Hipokrit, Platon, Aristotel i jos brojna velika
imena starogrckih matematicara koji su svojim otkri¢ima pridonijeli razvoju
geometrije. Sva saznanja o geometriji tadasnjeg vremena sistematizirao je
Euklid (330.-275. p.n.e.) iz Aleksandrije u svojem velikom djelu Elementi
u kojem geometriju zasniva deduktivno, odnosno aksiomatski. FEuklid je
nadmasio svoje prethodnike po sistematicnosti i cjelovitosti, a Elementi su
ostali nenadmaseni vise od dva tisuc¢lje¢a. Tako su Elementi dozivjeli mnoge
kritike, ponajvise za definicije koje se smatraju najslabijom tockom Eleme-
nata, matematicarima tadasnjeg doba (a i kasnije) najvise su paznje privukli
Euklidovi postulat{l]

1. neka se postulira da se od svake tocke do svake tocke povlaci duzina,
2. i da se ogranicena duzina neprekinuto produzuje u duzinu,

3. i da se svakim sredistem i udaljenosc¢u opisuje krug,

4. i da su svi pravi kutovi medusobno jednaki,

5. 1 da ako duzina koja sijece dvije duzine ¢ini unutarnje kutove s iste
strane manjima od pravog kuta, dvije duzine, neograni¢eno produzene,
sastaju se s one strane na kojoj su kutovi manji od dva prava kuta.

Najvise je kritiziran peti Euklidov postulat (poznat i kao aksiom o parale-
lama) za koji se smatralo da se moze izvesti iz preostalih postulata i aksioma
koje je Euklid naveo. Tijekom vise od dvije tisu¢e godina matematicari su
pokusavali dokazati peti postulat i pri tom su naisli na razne tvrdnje njemu
ekvivalentne. Navedimo neke od njih.

> Neka je T tocka koja ne pripada pravcu p. Tada postoji jedinstveni pra-
vac ¢ koji sadrzi tocku T' i ima prazan presjek s pravcem p (u euklidskoj
ravnini za pravce p i ¢ kazemo da su paralelni).

> Neka su p i ¢ paralelni pravci. Ako pravac p’ sije¢e pravac p onda on
sijece i pravac q.

skazi Euklidovih postulata preuzeti su iz [I]



> Neka su R i P dvije poluravnine odredene pravcem p. Skup tocaka
poluravnine R koje su jednako udaljene od pravca p je pravac.

> Zbroj mjera kutova u trokutu jednak je .
> Postoje slicni trokuti.

> Pravac koji sadrzi unutarnju tocku trokuta sijece dvije stranice tog
trokuta.

> Svake tri nekolinearne tocke odreduju jedinstvenu kruznicu.

> Kvadrat duljine hipotenuze pravokutnog trokuta jednak je zbroju kva-
drata duljina njegovih kateta (Pitagorin poucak).

Budu¢i da nikako nije uspijevalo direktno dokazivanje Euklidovog aksioma
o paralelama, matematicari 18. stolje¢a Saccheri i Lambert pokusali su, ne-
zavisno jedan od drugoga, do dokaza doéi na indirektan nacin (metodom
kontrapozicije). Saccheri je bio uvjeren da je uspio dokazati peti postulat.
Medutim, ono sto je konstruirao danas nazivamo Saccherijev ¢etverokut, a
Saccherijevo razmatranje petog postulata mozemo uzeti za pocetak hiper-
bolicke geometrije. Puno bolje nije prosao ni Lambert, koji je uz pretpos-
tavku da peti postulat ne vrijedi konstruirao Lambertov cetverokut kojemu
su tri kuta prava, a cetvrti je tupi. Takoder, problem paralela proucava i N. I.
Lobacevski koji dolazi do zakljucka da je peti Euklidov postulat nezavisan od
ostalih i time dolazi do nove geometrije koju danas nazivamo hiperbolickom
geometrijom. Do sliénih zakljucaka dosao je i Gauss, no iz nepoznatih raz-
loga svoja otkri¢a nikada nije objavio.

U pokusajima indirektnog dokazivanja aksioma o paralelama matematicari
su pretpostavili da on ne vrijedi, odnosno pretpostavili su da vrijedi jedna
od sljedec¢ih tvrdnji.

1. Neka je T tocka koja ne pripada pravcu p. Tada svaki pravac koji sadrzi
tocku T sijece pravac p.

2. Neka je T tocka koja ne pripada pravcu p. Tada postoje barem dva
pravca koja sadrze tocku 7' i imaju prazan presjek s pravcem p.

Tek je Hilbert u 19. stolje¢u dao potpunu, neproturjecnu i konzistentnu ak-
siomatiku euklidske geometrije koju i danas koristimo. Prema Hilbertu, ak-
siomatika ravninske geometrije mora sadrzavati osnovne pojmove (tocke i



pravce), osnovne relacije ("pripadati”, "biti izmedu” i ”biti kongruentan”)
koji se ne definiraju i konac¢an broj aksioma (tvrdnji koje se ne dokazuju) koji
opisuju osnovne pojmove i relacije te izvedne pojmove (na primjer duzina,
polupravac, kut, trokut i sl.).

Ravninska geometrija u kojoj vrijede svi aksiomi euklidske ravnine osim ak-
sioma o paralelama umjesto kojega vrijedi tvrdnja 1. zove se sferna ravninska
geometrija. Ako aksiom o paralelama zamijenimo tvrdnjom 2. dobivamo ak-
siomatiku ravninske hiperbolicke geometrije.

Model pojedine ravninske geometrije je skup objekata (tocaka i pravaca) na
kojem se mogu definirati relacije ”pripadati”, ”biti izmedu” i ”biti kongru-
entan” tako da su zadovoljeni aksiomi te geometrije.

1.1 Aksiomi euklidske ravninske geometrije

Prije navodenja aksioma navedimo neke izvedene pojmove.

> Za dvije razlicite tocke A i B kazemo da tvore duzinu. Tocke A i B su
krajevi te duzine. Tocka C' je unutrasnja tocka duzine ako je izmedu
vrhova te duzine.

> Polupravac s pocetnom tockom A kojemu pripada tocka B je skup svih
tocaka koje su izmedu tocaka A i B i tocaka C takvih da je B izmedu
tocaka A i C.

> Kut je par polupravaca sa zajednickom pocetnom tockom. Polupravci
se nazivaju krakovi kuta.

> Za tri razlicite tocke A, B i C koje ne pripadaju istom pravcu kazemo
da tvore trokut. Tocke A, B, C' su vrhovi trokuta, a tri duzine odredene
s po dva vrha su stranice trokuta.

Aksiomi incidencije
1. Za svake dvije tocke postoji jedinstveni pravac incidentan s njima.
2. Svaki pravac je incidentan s barem dvije tocke.
3. Postoje tri tocke koje ne pripadaju istom pravcu.

Aksiomi poretka



. Ako je tocka B izmedu tocaka A i C, tada su A, B, C' tri medusobno

razlicite tocke koje pripadaju istom pravcu i tocka B je izmedu tocaka
CiA.

. Ako su A i B dvije razlicite tocke, tada postoji tocka C' takva da je

tocka B izmedu tocaka A1 C.

Od tri razlicite tocke koje pripadaju istom pravcu najvise je jedna tocka
izmedu preostale dvije.

. (Paschov aksiom) Ako pravac sijece jednu stranicu trokuta i ne sadrzi

niti jedan vrh tog trokuta, onda on sijece tocno jednu od preostale dvije
stranice trokuta.

Aksiomi kongruentnosti

1.

Neka je zadana duzina s krajnjim tockama A i B i polupravac s po¢etnom
tockom A’. Tada postoji tocka B’ koja pripada tom polupravcu takva
da su duzina s krajnjim tockama A i B i duzina s krajnjim tockama A’
i B’ kongruentne.

. Ako je duzina s krajnjim tockama A i B kongruentna duzini s krajnjim

tockama A’ i B’ i kongruentna duzini s krajnjim tockama A” i B”, tada
su duzina s krajnjim tockama A’ i B’ i duzina s krajnjim tockama A”
i B” kongruentne.

Neka je tocka B izmedu tocaka A i C| tocka B’ izmedu tocaka A’ 1 C”,
duzina s krajnjim tockama A i B i duzina s krajnjim tockama A’ i B’
kongruentne i duzina s krajnjim tockama B i C' i duzina s krajnjim
tockama B’ i €’ kongruentne. Tada su duzina s krajnjim tockama A i
C i duzina s krajnjim tockama A’ i C” kongruentne.

Neka je dan kut s krakovima h i k. Neka je a’ pravac, O’ tocka koja
pripada pravcu a’ i A’ polupravac s pocetnom tockom O’ koji pripada
pravcu a’ te neka je R jedna od dvije poluravnine odredene pravcem a’.
Tada postoji jedinstveni polupravac k’ s pocetkom u tocki O’ koji pri-
pada poluravnini R takav da su kut s krakovima A i £k i kut s krakovima
h’ ik’ kongruentni.

Neka su zadana dva trokuta s jednim parom kongruentnih kutova te
neka su stranice trokuta koje pripadaju krakovima kongruentnih kutova
kongruentne. Tada postoji jos jedan par kongruentnih kutova.



Aksiom o paralelama

1. Neka je p pravac i T tocka koja ne pripada pravcu p. Tada postoji
tocno jedan pravac koji sadrzi tocku 7T i ne sijece pravac p.

Aksiom neprekidnosti

1. (Dedekindov aksiom) Neka je zadana duzina s krajnjim tockama A i
B, neka su sve tocke te duzine podijeljene u dvije klase I i II tako da
je Auklasi I'i B u klasi II te da je svaka unutrasnja tocka te duzina
u tocno jednoj klasi i neka je svaka tocka klase I razlicita od A izmedu
tocke A i bilo koje tocke klase II. Tada postoji jedinstvena tocka C' te
duzine takva da sve tocke izmedu tocaka A i C pripadaju jednoj klasi
i sve tocke izmedu C' i B drugoj klasi.

2 Analiticka geometrija euklidskog prostora

2.1 Ravnina u prostoru

Ravnina 7 u E? je skup tocaka prostora E? za koje vrijedi:
1. skup 7 nije sadrzan niti u jednom pravcu u E?3,

2. pravac koji sadrzi bilo koje dvije razlicite tocke iz skupa 7 sadrzan je
u skupu ,

3. skup 7 ne sadrzi sve tocke prostora 3.

Podsjetimo se, svaka ravnina 7 u analitickom modelu euklidskog prostora
jednoznacno je odredena sa:

1. tri nekolinearne tocke T4, 75, T3 (uoc¢imo da tada te tri tocke odreduju
dva neproporcionalna vektora: 717 I,iT, 3.)

2. pravcem i jednom tockom koja mu ne pripada,
3. dva pravca koja se sijeku,

4. dva paralelna pravca.



Takoder, ravninu mozemo jednoznacno odrediti tockom i vektorom normale:
vektorom okomitim na ravninu.

Napomena. Vektor 77 okomit je na ravninu 7 ako je okomit na svaki vektor
koji pripada ravnini 7. Vektor 7 nazivamo vektorom normale ravnine 7.

Neka je zadana tocka 77 € 7 i vektor normale 72 ravnine 7. Odredimo jed-
nadzbu ravnine II.

Za svaku tocku T € 7 vrijedi da je ﬁ 1 7, tj. vrijedi da je ﬁ -1 =0.

Pretpostavimo li da je tocka T’ (xy,y1,21) i vektor 77 = Ai + Bj + Ck, tada
za proizvolju tocku T'(z,y, z) € 7 vrijedi:

T -ii=0
((:v —1)i+ (y—y)j + (2 — zl)z%> (AT+Bj+Ck) =0
Alx —x21)+Bly—y1) +C(z—2) =0

Stavimo li u prethodnoj jednadzbi da je D = —Axy — By; — C'z;, dobivamo
da je jednadzba ravnine w... Az + By +Cz+ D = 0.

Uoc¢imo: ako je D = 0, ravnina 7 sadrzi ishodiste.

Primjer. Odredite jednadzbu ravnine 7 koja sadrzi tocku 7'(1,—2,1) i ¢iji
vektor normale je @ = —i + J + 4k.

Neka je T'(x,y, z) proizvoljna tocka ravnine 7. Tada iz ﬁ -7 = 0 dobivamo

—1-(z—1)+1-(y—(=2)+4(z—1)=0
II...—x4+y+42=0.
Okomite ravnine. Uoc¢imo da su dvije ravnine 7; s vektorom normale 7] i

o s vektorom normale 715 okomite ako su okomiti vektori ny i n3, tj. ako je
ny - ny = 0.



3 Sferna ravnina kao podskup u R’

3.1 Model sfrene ravnine na jedni¢noj sferi

Skup tocaka sferne ravnine je skup S? = {X € E? | |rx| = 1}, odnosno
jedni¢na sfera sa sredistem u ishodistu. Neka je € jedini¢éni vektor u R3. Skup
p={X €$?|é rx =0} je pravac s polom ¢ u S%. Pravac p zovemo
polara od €.

Iz definicije slijedi da je pravac u sfernoj ravnini tzv. velika kruznica koja pri-
pada sferi, odnosno presjek sfere i ravnine koja sadrzi ishodiste s vektorom
normale €.

Uocimo da je u ovom modelu relacija incidencije zadana relacijom pripad-
nosti.

Slika 1: Presjek sfere i ravnine koja sadrzi ishodiste - velika kruznica na sferi

Dvije tocke P i () sferne ravnine su antipodalne ako je rp = —r¢ (zamislimo
npr. sjeverni i juzni pol). Uo¢imo da vrijedi sljedece.

Teorem 1 Neka je p pravac u S?.

1. Ako je € pol pravca p, onda je to i —€.



2. Ako pravac p sadrzi tocku P, onda on sadrzi i tocku —P, r_p = —rp.

Teorem 2 Neka su P i Q dvije razlicite tocke ravnine S* koje nisu antipo-
dalne. Tada postoji jedinstveni pravac koji sadrzi tocke P i Q).

Dokaz: Trazimo pravac p = {X € $? | € rx = 0} s polom € koji sadrzi
zadane tocke. Iz definicije pravca, pravac p sadrzi tocku P ako je €-rp =0
te pravac p sadrzi tocku @) ako je €-rg = 0. Pitamo se postoji li jedini¢ni
vektor € koji je istovremeno ortogonalan na vektore rp i rg. Ako vektori rp
i 7¢ nisu proporcionalni (a nisu zato sto tocke P i () nisu antipodalne), onda

je njihov vektorski produkt razli¢it od 0 te slijedi € = £ |:i i:&. Oba vektora

odreduju isti pravac pa je trazeni pravac p jedinstven.
O

Pravac sferne ravnine je presjek ravnine koja sadrzi ishodiste i sfere S2.
Obzirom da je svaka ravnina odredena sa tri nekolinearne tocke, pravac koji
sadrzi tocke P, € S? odredimo kao presjek sfere S? i ravnine odredene s
P, @ iishodistem. Drugim rijecima, pravac P(@) u sfernoj ravnini je kruznica
u R? koja ima srediste u ishodistu i sadrzi tocke P i Q.

Uocimo da za par antipodalanih to¢aka postoji beskona¢no mnogo pravca
koji sadrze te tocke.

3.2 Odnos dvaju pravaca

Teorem 3 (S3) Neka su p i q razliciti pravei u S*. Tada p i q imaju toéno
dvije tocke u presjeku i te su tocke antipodalne.

Sjeciste pravaca p i ¢ trazimo tako da odredimo presjek dviju ravnina
kojima su definirani pravci p i ¢. Kako te dvije ravnine sadrze ishodiste,
njihovo sjeciste je pravac koji sadrzi ishodiste. Taj pravac probada sferu
upravo u antipodalnom paru tocaka +5.

Korolar 1 Nikoja dva pravca u S* nisu paralelna (gdje su paralelni pravci
definirani kao pravci koji nemaju zajednickih tocaka).

Pravci p i ¢ su okomiti u S? ako su im polovi ortogonalni, odnosno ako su
ravnine kojima su zadani ti pravci okomite. Jednostavnom argumentacijom
dobivamo da vrijede sljede¢e dva teorema.



Teorem 4 Neka su p i q razliciti pravei v S?. Tada postoji jedinstveni pravac
r takav da jep L riq L r.

Teorem 5 Neka je p pravac u S? i T tocka u S?. Ako rr nije pol pravea p,
onda postoji jedinstveni pravac q koji sadrzi tocku T i okomit je na pravac p.

Slika 2: Zajednicka okomica dva pravca sferne ravnine

Uocimo da za tocku T koja je pol pravca p postoji beskonacno mnogo
pravaca koji sadrze tu tocku i okomiti su na pravac p.

4 Hiperbolicka ravnina

O modelu hiperbolicke ravnine u R? procitajte na poveznici

hittp : //e.math.hr /math_e_article/vol22/Crnkovic
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